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|. Einleitung

* Bruchzahl (Bruch): B=Q,\0
Menge der positiven rationalen Zahlen

Schreibweisen: - gemeiner Bruch
- Dezimalbruch
- Potenzsatze
- Verhaltnisse
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Weitere Bedeutung kommt den Begriffen: echter und unechter Bruch zu.

PF: Bruch, woflr steht die Bezeichnung? Wer verwendet ihn an welcher Stelle
und muss dabei was beachten?



l. Einleitung

Bruchzahl (Bruch): B=Q,\0
Menge der positiven rationalen Zahlen

Stammbruch: Bruch mit dem Zahler 1

Kernbruch: Bruch, der nicht weiter kiirzbar ist

Zehnerbruch: Bruch mit Zehnerpotenz im Nenner

Gemeiner Bruch als weiterer Bergriff.

PF: Woher kommt die Bezeichnung ,gemein‘? A: allgemein



ll. FUr und Wider der Bruchrechnung

» Argumente gegen die Bruchrechnung
1. Irrelevanz fir das tégliche Leben
2. Relikt aus langst vergangener Zeit
3. Bequeme Spielwiese fur Lehrer
4. Mehr Zeit fur Dezimalbriche
5. Zwei Schreibweisen flr Bruchzahlen
6. Briche als Selektionsinstrument
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1. Fragt man beliebige Mitmenschen wird man sehr haufig zu héren bekommen,
dass sie mit nur sehr wenigen Briichen auskommen (Merkbriche).

2. Es gibt schon seit Jahrhunderten eine effizienteres System, dass vielmehr
gebrauch findet. Warum schreibt man nicht in den bequemeren
Dezimalbrtichen. Vgl. Romisches Zahlsystem - Stellenwertsystem

3. Fur den Lehrer sehr praktisch und ohne viel Aufwand zu unterrichten, da es
grof3e Aufgabenkataloge und Unterrichtskonzepte gibt.

4. Man beschaéftigt sich tber eine halbes Jahr nur mit der Bruchrechnung in
Klasse 6. Sollte man nicht diese Zeit fur die viel mehr gebrauchlichen
Dezimalzahlen nutzen?

5. Nur bei den Briichen nutzt man Zwei Schreibweisen parallel, obwohl das eine
viel praktischer ist.

6. Wenn man sie nur braucht, um Schuler sitzen zu lassen oder spater bei
Einstellungstest durchfallen zulassen, dann kann man die Bruchrechnung
doch wohl abschaffen.

Beachte: Unterschied zuwischen Alltag und Mathematikunterricht. Nicht alles was
im MU behandelt wird, findet eine Eins zu Eins Umsetzung im Alltag.



Il. FUr und Wider der Bruchrechnung

» Argumente fir die Bruchrechnung

1. Briche sind anschauliche Fundierung der
Dezimalbruchrechnung

2. Wahrscheinlichkeitsrechnung ohne
Bruchrechnung?

3. LOsbarkeit von Gleichungen /
Gleichungslehre

4. Zahlenbereichserweiterung von N nach Q,

5. Bruchrechnung und Algebra
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Da ich glaube, dass die Bruchrechnung und deren ausfihrlich Behandlung nicht

uberflissig und Uberholt ist, moéchte ich auf einige der genannten Aspekte
mittels einfacher Beispiel etwas genauer eingehen.

. Briiche mit kleinem Nenner lassen sich viel einfacher als Bruch vorstellen.
Man kann sie durch handeln herstellen (falten, schneiden). Man befindet sich
somit auf der enaktiven Ebene des Wissenserwerbs. Was soll sich der
Schuler unter 0,3333.. Oder 0,625 vorstellen. (genauer beim
Bruchzahlaspekt)

. Man denke nur an den Additions- bzw. Multiplikationssatz und der
Veranschaulichung mit Hilfe des Urnen Modells.

. Wie |0st ein Schiler die Gleichung 3x =2 ??

. Einflhrung der Division ohne Rest. Wie mdchte man das inverse Element
eines Dezimalbruchs finden? Bruch: a/b *b/a =1

PF: Was bedeutet, dass die Bruchschreibweise genauer ist? A:

Darstellungsmdglichkeit bestimmter Zahlen wie 1/3.



lll. Bruchzahlaspekte

» Teil vom Ganzen
* Malizahl

e Operator

» Verhaltnis

e Quotient

e LOsung von
Gleichungen

o Skalenwert
e Quasikardinalitat

P 35-40 7

Fir die Behandlung der Bruchzahlen und der Vermittlung in Schule ist es
notwendig, sich mit den Verschieden Aspekten der Bruchrechnung zu
beschaftigen. Sonst besteht die Gefahr, dass man nur Regeln oder Formalismen
anwendet, die sehr fehleranfallig sind.

Ich mochte die einzelnen Aspekte nur kurz an einem Bsp. benennen und bei den
einzelnen Konzepten genauer drauf eingehen.

P: Beachte fir die Prifung die Unterscheidung von Bruch und Bruchrechnung!!!



I1l. Bruchzahlaspekte

* Teil vom Ganzen * Teil eines Ganzen

* Malizahl i

 Operator 4 6 \

 Verhaltnis - \J

e Quotient

 LGsung von | 3
Gleichungen

o Skalenwert

« Quasikardinalitat D
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Der Aspekt des Teil vom Ganzen lasst sich gut in zwei Teilaspekte einteilen. Der
erste und fur die Schiler am leichtesten zu Verstehende ist der des Teil eines
Ganzen.

Konkret auftretende Briche lassen sich gut auf der enaktiven Ebene durch das
Teilen von Streifen oder Ahnlichem erarbeiten. Hierbei zeigen Schiiler durchaus
viele Kreative Losungsmadglichkeiten (nach Winter).



lll. Bruchzahlaspekte

* Teil vom Ganzen » Teil mehrerer Ganzer
* Malizahl

« Operator 2

» Verhaltnis

e Quotient .,

e LOsung von '

Gleichungen m
» Skalenwert ——
* Quasikardinalitat M
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Der Aspekt des Teils mehrerer Ganzer bildet den zweiten Schritt bei der
Schaffung einer Grundvorstellung.

Dies wird sehr schnell bei der Betrachtung konkreter Gegenstande deutlich. Hier
ist das Beispiel der Pizzenbestellung von drei Pizzen und vier Personen zu
nennen. Im Unterricht sollte man auch versuchen nicht den einfachen Weg zu
gehen dies verbessert das Verstandnis bei den Schulern.

Problem: Nicht alle Dinge lassen sich gerecht teilen.

Problem: Gleichwertigkeit beider Grundvorstellungen: Es ist nicht
Selbstverstandlich, dass (e/n)*m = (e*m)/n und beides durch den Bruch
benannt werden durfen.



l1l. Bruchzahlaspekte

e Teil vom Ganzen

* Malfzahl

e Operator

» Verhaltnis

* Quotient Y5 Stunde, % kg oder ¥ km

e LOsung von
Gleichungen

o Skalenwert
e Quasikardinalitat
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Briche werden zur Bezeichnung von Grél3en eingesetzt, wie beispielsweise bei
Y% Stunde, ¥ kg oder % km.

Der Aspekt der MalRzahl ist sehr eng mit dem des Teil vom Ganzen verknipft.



lll. Bruchzahlaspekte

» Teil vom Ganzen
* Malizahl

e Operator

» Verhaltnis

e Quotient

e LOsung von
Gleichungen

o Skalenwert
e Quasikardinalitat

P 35

Gib mir ein Drittel von
12 Apfeln.

Wie viel ist die Halfte
von 3/8 Liter Milch?

11

Briiche werden nur knappen Beschreibung von auf Gréf3en anzuwendender

Multiplikation benutzt. Beispiele sind die beiden folgenden Aussagen:

11



l1l. Bruchzahlaspekte

e Teil vom Ganzen I. Die schwarzen Perlen
e MaRzahl verhalten sich zu den
« Operator weillen Perlen wie 1:2.
e Verhaltnis
e Quotient _ _ _
« Lésung von [1:Ein Drittel der Perlen ist
Gleichungen schwarz, zwei Drittel
sind weil.
» Skalenwert
e Quasikardinalitat
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Verhaltnisse spielen im alltaglichen Leben eine grof3e Rolle. Wir benutzen sie bei
Wahrscheinlichkeiten, MaRRstédben und Spielergebnissen oder bei
Formatangaben.

P. Fuhrt das Beispiel einer Perlenkette an, die immer im Wechsel zwei weil3e und
eine schwarze Perle hat. Die Zusammensetzung der Kette lasst sich mit Briichen
wie auch mit Verhaltnissen beschreiben.

| Verhaltnis
Il Bruch
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lll. Bruchzahlaspekte

» Teil vom Ganzen

* Malizahl

e Operator

» Verhaltnis 3:4=
e Quotient

e LOsung von
Gleichungen

o Skalenwert
e Quasikardinalitat

Mlow
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Briiche dienen zum Beschreiben von Ergebnissen von Divisionsaufgaben im
Sinne des Verteilens von GroRen. Wie z.B. das Verteilen von 3 Apfeln auf vier
Personen ohne Rest.

Oder der Beschreibung von Ergebnissen im Sinne des Messens. Bsp. Wie oft
passt die 4m lange Strecke in die 3m lang hinein?

13



Ill. Bruchzahlaspekte

o Teil vom Ganzen

e Maldzahl

e Operator

* Verhaltnis 3.x=7 < X:Z
 Quotient 3

e LOsung von
Gleichungen

o Skalenwert
e Quasikardinalitat
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Einer der wohl wichtigsten Aspekte ist das Losen von Gleichungen.

Hier zeigt sich gleich eine der besonderen Starken der Bruchschreibweise. 7/3
kann einfach aufgeschrieben werden, die Dezimalschreibweise kann dies nicht.



lll. Bruchzahlaspekte

» Teil vom Ganzen
* Malizahl

e Operator

» Verhaltnis

e Quotient

e LOsung von
Gleichungen

o Skalenwert
e Quasikardinalitat

P 35-40
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lll. Bruchzahlaspekte

e Teil vom Ganzen
e Mafzahl

e Operator

e Verhaltnis

* Quotient vergleiche

* LOsung von
Gleichungen 3 Apfel

o Skalenwert
e Quasikardinalitat

— 3 Viertel

Nlw
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Dieser Aspekt bezieht sich auf eine Analogie zwischen den Naturlichen Zahlen
als Kardinalzahl und den in einer speziellen Schreibweise notierten Bruchzahlen.

Schreiben wir z.B. % in der Form 3 Viertel, so haben wir eine Analogie zum
Einsatz der 3 als Kardinalzahl 3 Apfel.



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

|. Das GrdRenkonzept

1. Das Aquivalenzkonzept
[11. Das Operatorkonzept
V. Das Gleichungskonzept
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Fir die Gestaltung eines Gesamtkonzeptes der Darstellung der Bruchrechnung
gibt es nach Padberg 4 Konzepte. Diese sind die Antwort auf die Frage: Was ist
eine Bruchzahl?

Antworten: Eine Bruchzahl ist:
-Eine Grole

-Eine Aquivalenzklasse

-Die Losung einer lin. Gleichung
-Eine Funktion (Operator)

Die Unterscheidung der Konzepte sind idealtypisch. Im Mathematikunterricht
lassen sich diese K. nicht so getrennt voneinander behandel. Darauf gehe ich im
Anschluss auf die Vorstellung der Konzepte ein.

P: Achtung: diese Aspekte beziehen sich sowohl auf die Einfihrung von Briichen
wie auf die Bruchrechnung.
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V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

|. Das GroéRRenkonzept
Ausgangspunkt sind konkrete Briiche:
EStunde Ekg Ekm
2 8 4

durch Abstraktion erhélt man eine feste GrolRe Bezugsgrolie:
das Ganze oder die Einheit E

mE m,ne N\0

n
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Es zeigt sich gleich zu beginn der grofite Vorteil dieses Konzeptes. Es holt die
Schuler bei dem an, was sie aus ihrem Alltag kenn. Es ist sehr anschaulich und
kann die von Bruner geforderten Ebenen des Erkenntnisgewinns verfolgen:

Enaktiv — Handeln, selber Teile
Ikonisch — durch Anschauung z.B. von Bildern, Grafiken

Symbolisch — Verwendung von Umgangssprache und mathematischer
Zeihensprache

18



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

I. Das Groflzenkonzept ME mneN\o
n )

Vorteile: Nachteil:
-Nahe zum taglichen Leben -Bedeutung der Multiplikation?
-Anknupfung an Vorwissen 1% Pizza - ¥ Pizza = ???
-Leichtes Verstandnis fur _Division eliminiert die

a) Erweitern und Kiirzen Groke

b) Addieren i .

) -Keine Methodengleicheit

Bsp: ¥ Pizza + Y2 Pizza
p- 72 ’ nat. Zahl = Bruch
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P: Anknlpfen an Vorkenntnisse:

Ist bei diesem Konzept die Schreibweise mit bedacht?
Wie kommt man in Schule zu der Darstellung als Bruch?
Warum versagt das GroRenkonzept bei der Multiplikation?
Welche Alternativen gibt es?

19



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

I1. Das Aquivalenzklassenkonzept

Ausgangspunkt ist die Einfiihrung einer Relation:
(a,b)~(c,d) < a-d=b-c

.~ eine Aquivalenzrelation, die eine Einteilung

der Menge der geordneten Paare nat. Zahlen
bewirkt,

Bruchzahlen sind Aquivalenzklassen und Briiche
sind ihre Reprasentanten
P 17-31 20

P: Wie kann das A~ fir die Erweiterung der nat. Zahlen auf die Ganzen genutzt
werden? A: Def. Uber die Addition!

(a,b)~(c,d) > a+d=b+c

20



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

I1. Das Aquivalenzklassenkonzept

Addition: M, P._M-q+p-n
n d n-g
Multiplikation; 1. FP._M"P
n g n-g
P 17-31
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A~ ist fur Mathematiker gut, ist es das auch fur Schule??

21



I\V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

I1. Das Aquivalenzklassenkonzept

Vortelile: Nachteile:

-mathematisch richtig -fehlende Alltagsbezug

-flr die gesamte -fehlende Veranschaulichung
Bruchrechnung geeignet - willkrliche® Einfiihrung der
-Kirzen und Erweitern sind Addition und Multiklikation
klar von den

Rechenoperationen getrennt
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Anderer Begriff fur Operator? A: Funktion.
Vergleiche Einfiihrung der Funktion als Abbildung!

22



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

I11. Das Operatorkonzept
Ausgangspunkt ist die Einftihrung einer Operation:
Zuordnung als Operator: GroRRe—>2/3 GroRe

-Unterscheidung von Zustand und Operator

Bsp: Zustand: 5
Operator: addiere 2 Zustand: 7
Operator: subtrahiere 1 Zustand: 6
Operator: multipliziere 3  Zustand: 21

P 17-31 D 15-19 23

Analog werden Operatoren fir die Bruchrechnung eingeftihrt. Sie wirken wie eine
Art Maschine.

Bsp: 2/3 Maschine: Ein Stab beliebiger Lange wird in diese Maschine eingegeben
und man bekommt einen heraus, der genau 2/3 der vorgehenden Lange hat.

Soweit ist dies fur Schiler nachvollziehbar, was ist jedoch bei der Multiplikation?

Hier zeigt sich das gro3te Problem dieses Konzeptes, es ist fur Schiiler der 5-6
Klasse nicht nachvollziehbar.

23



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

I11. Das Operatorkonzept

Vortelile: Nachteile:
-mathematisch richtig -fehlende Alltagsbezug

-methodischer Aufbau ist  -Addition und Subtraktion nur
schwer verstandlich

maoglich
-inhaltliche Vorstellungen
gehen verloren
-Bedeutung des Operator ist
fiir Schiler nicht erkennbar
P17-31D 24
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V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

V. Das Gleichungskonzept
Ausgangspunkt ist der Bruch als Lésung der Gleichung:

m
n-xX=m = L=—
n

Erweitern und Kirzen erfolgen als Umformung der

Gleichung:
g3_ 4 . x = 3 | - 2

oolow-h
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Analog werden Operatoren fir die Bruchrechnung eingeftihrt. Sie wirken wie eine

Art Maschine.

Bsp: 2/3 Maschine: Ein Stab beliebiger Lange wird in diese Maschine eingegeben
und man bekommt einen heraus, der genau 2/3 der vorgehenden Lange hat.

Soweit ist dies fur Schiler nachvollziehbar, was ist jedoch bei der Multiplikation?
Hier zeigt sich das gro3te Problem dieses Konzeptes, es ist fur Schiiler der 5-6

Klasse nicht nachvollziehbar.
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V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

P 17-31 D 15-19

V. Das Gleichungskonzept ,.x—m = =M
Addition: "
3 4.x=3 |3 12-x=9

4 +12(x+y) =13 ﬁ
% 3-y=1 |4 12.y=4 12

26

Analoge Einfuhrung der Multiplikation.
Problem: Division ist komplizierter / Losung tUber Inverses

26



V. Konzepte zur Behandlung der
Bruchrechnung

V. Das Gleichungskonzept

Vortelile: Nachteile:
-leichte Einfuhrung des -fehlende Alltagsbezug /
Erweitern und Kirzen formal
-gut verstandliche -Existenz einer Lésung wird
Addition und vorausgesetzt
Multiplikation -Fehlen der Betrachtung der
Rechengesetze
P17-31D 27
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